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2 SADR�AJ



Deo 1

Apsolutna geometrija

1.1 Uvodni pojmovi

Definicija 1.1.1 Geometrijski lik ω je konveksan ako za proizvo	ne

dve taqke A i B lika ω cela du� AB pripada liku ω.

Definicija 1.1.2 Geometrijski lik ω je ograniqen ako postoji kru-

�na povrx koja sadr�i sve taqke tog lika.

Zadatak 1.1. Ako sva temena neke trougaone povrxi ∆ABC pripa-

daju konveksnom liku ω, tada sve taqke trougaone povrxi ∆ABC pri-

padaju liku ω. Dokazati.

Rexe�e: Uoqimo proizvo	nu taqku M trougaone povrxi ∆ABC. Do-
vo	no je pokazati da M ∈ ω.

Razlikujemo dva sluqaja:

1) Taqka M pripada nekoj od stranica AB, BC ili AC trougaone

povrxi,

2) TaqkaM ne pripada ni jednoj od stranicaAB, BC iAC trougaone

povrxi.

Razmotrimo ponaosob svaku od ove dve mogu�nosti:

(i) Neka taqka M ∈ BC (Slika 1.1.a)). Va�i B,C ∈ ω i ω je konvek-

san lik, odakle sledi BC ⊂ ω a odavde M ∈ ω. Analogno se razmatraju
i sluqajevi kada M ∈ AC i M ∈ AB

(ii) Neka je M unutrax�a taqka trougaone povrxi ∆ABC (Slika

1.1.b)). Prava AM seqe stranicu BC u nekoj taqki L. Taqka L pripada

3
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Slika 1.1.

du�i BC, pa zbog konveksnosti pripada i liku ω. Sada, A,L ∈ ω,
odakle prema dokazanom delu zadatka (i) sledi AL ⊂ ω, a kako je jox

M ∈ AL sledi M ∈ ω.
Dakle,∆ABC ⊂ ω, tj. sve taqke trougaone povrxi∆ABC pripadaju

liku ω. �

Definicija 1.1.3 Prost poligon je onaj kod koga samo susedne stra-

nice imaju zajedniqkih taqaka.

Definicija 1.1.4 Prosta poligonalna povrx je ona povrx koja ima

svoju unutrax�u povrx i rub joj je prost poligon.

Teorema 1.1. Prosta poligonalna povrx se mo�e razlo�iti na iz-

vestan broj trouglova pomo�u izvesnog broja unutrax�ih dijagonala.

Zadatak 1.2. Ako sva temena neke ne neophodno konveksne, proste,

ravne poligonalne povrxi P pripadaju konveksnom liku ω, dokazati
da cela poligonalna povrx P pripada liku ω.

Rexe�e: Neka je P prosta poligonalna povrx takva da sva �ena te-

mena pripadaju konveksnoj povrxi ω (Slika 1.2). Povrx P se mo�e

predstaviti u obliku unije trougaonih povrxi ∆i, i = 1, 2, . . . , n (Teo-

rema 1.1.), tj.

P =

n∪
i=1

∆i.

Neka je M proizvo	na taqka povrxi P . Tada postoji trougaona

povrx ∆i, i ∈ {1, ..., n} takva da M ∈ ∆i, ∆i ⊂ ω na osnovu zadatka 1.1.,

odakle sledi M ∈ ω. Dakle, zbog proizvo	nosti taqke M sledi P ⊂ ω,
tj. cela poligonalna povrx P pripada liku ω. �



1.1. Uvodni pojmovi 5

w

D
D

D

D

D1

2

3

4

n

P

M

Slika 1.2.

Zadatak 1.3. Presek n konveksnih likova je konveksan lik. Dokazati.

Rexe�e: Neka su ω1, ω2, . . . , ωn konveksni likovi tj. ω =

n∩
i

ωi. Poka-

za�emo da je ω konveksan.

Neka su taqke A,B ∈ ω. Kako taqke A i B pripadaju preseku

ω, to taqke A i B pripadaju svakom od n konveksnih likova ωi, i ∈
{1, 2, · · · , n}. Sledi da du� AB pripada svakom od n konveksnih likova

ωi po definiciji. Kako du� AB pripada svakom od n konveksnih

likova, onda AB prirada i preseku ω. Sledi, ω je konveksan lik. �

Zadatak 1.4. Poluravan je konveksan lik. Dokazati.

Zadatak 1.5. Svaka trougaona povrx je konveksna. Dokazati.

Zadatak 1.6. Dokazati da je svaka kru�na povrx konveksna.

Rexe�e: Svaka kru�na povrx se mo�e predstaviti kao skup taqaka

K(O, r) = {X|OX ≤ r}. Trebamo dokazati da za bilo koje dve taqke A
i B koje pripadaju kru�noj povrxi K, du� AB pripada K.

Razlikujemo dva sluqaja:

(i) taqke A,B,O su kolinearne i (ii) taqke A,B,O nisu kolinearne.

(i) Ako su taqke A,B,O kolinearne tada (Slika 1.3 (a), (b)) va�i

jedan od rasporeda taqaka

(a) B(A,O,B), (b) B(O,A,B) ili (v) B(O,B,A).
(a) Neka je B(A,O,B). Taqke A i B su taqke kru�ne povrxi K pa

je OA ≤ r i OB ≤ r. Neka je M proizvo	na taqka du�i AB. Ako je
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M ≡ O onda M ∈ K. Ako va�i raspored taqaka B(A,O,B) onda treba
dokazati da za svaku taqku M du�i AB, M pripada kru�noj povrxi.

Ako seM ne poklapa sa O, onda mo�e va�iti jedan od rasporeda taqaka
B(A,M,O) ili B(O,M,B). Ako va�i raspored taqaka B(A,M,O), onda
je OM < OA ≤ r, odakle sledi da M ∈ K. Ako va�i raspored taqaka

B(O,M,B), onda OM < OB ≤ r, odakle sledi da M ∈ K. Kako je M
proizvo	na taqka du�i AB sledi AB ⊂ K.

(b) Ako je B(O,A,B) i M ∈ AB, tada je B(O,A,M,B), pa je

OM < OB i kako je jox OB ≤ r to M ∈ K.

(v) Ako je B(O,B,A) i M ∈ AB, tada je B(O,B,M,A), pa je

OM < OA i kako je jox OA ≤ r to M ∈ K.

(ii) Ako taqke A,B,O nisu kolinearne, tada uoqimo trougao∆ABO i

taqku M na stranici AB (Slika 1.3 (g)). Tada je

OM < max{OA,OB} ≤ r, pa sledi da i u ovom sluqaju M ∈ K. �

Zadatak 1.7. Ako je dat skup {a1, a2, . . . , an} od n du�i neke prave l,
od kojih svake dve imaju bar jednu zajedniqku taqku, dokazati da svih

n du�i tog skupa ima bar jednu zajedniqku taqku.

Rexe�e: Primeni�emo princip matematiqke indukcije.

1) Za n = 2 tvr�e�e va�i trivijalno, po pretpostavci zadatka.

2) Neka je n = 3. Oznaqimo sa a1, a2, a3 pomenute du�i a sa S1, S2, S3

taqke takve da je

S1 ∈ a2 ∩ a3, S2 ∈ a1 ∩ a3, S3 ∈ a1 ∩ a2.

Taqke S1, S2, S3 su kolinearne pa mogu nastupiti slede�i sluqajevi:

(a) Dve od taqaka S1 i S2 se poklapaju. Ne uma�uju�i opxtost,

pretpostavimo da je S1 ≡ S2 ≡ S. Znaqi

S ≡ S1 ∈ a2 ∩ a3, S ≡ S2 ∈ a1 ∩ a3
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odakle sledi da S ∈ a1 ∩ a2 ∩ a3.

(b) Taqke S1, S2, S3 se ne poklapaju. Zbog kolinearnosti va�i jedan

od slede�ih rasporeda: B(S1, S2, S3), B(S2, S1, S3), B(S1, S3, S2).
Ne uma�uju�i opxtost, pretpostavimo da va�i raspored taqaka

B(S1, S2, S3). Tada S2 ∈ S1S3. Da	e, po pretpostavci je S1 ∈ a2 ∩ a3,
S3 ∈ a1 ∩ a2 odakle sledi S1, S3 ∈ a2, pa je S1S3 ⊂ a2, jer je du� konvek-

san lik. Sada imamo: S1S3 ⊂ a2 i S2 ∈ S1S3 pa je S2 ∈ a2, kako je jox
S2 ∈ a1 ∩ a3 sledi da S2 ∈ a1 ∩ a2 ∩ a3, tj.

3∩
i=1

ai ̸= ∅.

3) Neka tvr�e�e va�i za n = k. Doka�imo da va�i za n = k + 1.
Neka je {a1, a2, ...ak} skup du�i neke prave l od kojih svake dve imaju

bar jednu zajedniqku taqku i neka je

k∩
i=1

ai ̸= Ø.

Posmatrajmo skup du�i {a1, a2, ...ak, ak+1} prave l od kojih svake dve
imaju bar jednu zajedniqku taqku. Doka�imo da je tada

k+1∩
i=1

ai ̸= Ø.

Oznaqimo sa b = ak ∩ ak+1 ̸= Ø. Posmatrajmo skup od k du�i

{a1, a2, ...ak−1, b}. (1.1)

Sve du�i skupa (1.1) pripadaju istoj pravoj. Poka�imo da svake dve

od �ih imaju neprazan presek. Kako je

{a1, a2, ...ak−1} ⊂ {a1, a2, ...ak, ak+1},

bilo koje dve du�i iz ovog skupa od k+1 du�i imaju neprazan presek, to
i bilo koje dve du�i iz podskupa od k− 1 du�i imaju neprazan presek.
Poka�imo da je aj ∩b ̸= Ø za j ∈ {1, · · · , k−1}. Imamo da je aj ∩b = aj ∩
ak ∩ ak+1 za j ∈ {1, · · · , k− 1}. Kako je {aj , ak, ak+1} ⊂ {a1, a2, ...ak, ak+1}
za j ∈ {1, · · · , k − 1} to i za skup {aj , ak, ak+1} va�i da svake dve du�i

imaju neprazan presek i sve su na istoj pravoj pa na osnovu dokazanog
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dela tvr�e�a za n = 3 sledi aj ∩ ak ∩ ak+1 ̸= Ø za j ∈ {1, · · · , k − 1}.
Dakle, pokazali smo da je aj ∩ b ̸= Ø za j ∈ {1, · · · , k − 1}. Znaqi, za

skup (1.1) ispu�eni su svi uslovi zadatka, tj. sve du�i ovog skupa

pripadaju istoj pravoj i bilo koje dve imaju neprazan presek, i kako

se skup (1.1) sastoji od k elemenata to se mo�e primeniti indukcijska

hipoteza. Znaqi bi�e

k−1∩
i=1

ai ∩ b ̸= Ø tj.

k−1∩
i=1

ai ∩ ak ∩ ak+1 ̸= Ø,

odakle sledi da je
k+1∩
i=1

ai ̸= Ø,

xto je trebalo pokazati. �

Napomena: Ukoliko je ak∩ak+1 taqka, posmatramo je kao du� du�ine

nula, tada se po pretpostavci ta taqka nalazi u svim du�ima skupa

{a1, a2, ...ak−1}, pa i u �ihovom preseku.

Zadatak 1.8. Ako su date qetiri konveksne povrxi jedne ravni, od

kojih svake tri imaju bar po jednu zajedniqku taqku, dokazati da sve

qetiri imaju bar jednu zajedniqku taqku.

Rexe�e: Neka su ω1, ω2, ω3, ω4 date konveksne povrxi, i neka su S1, S2,

S3, S4 taqke koje po pretpostavci postoje i za koje va�i:

S1 ∈ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4, S2 ∈ ω1 ∩ ω3 ∩ ω4, S3 ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω4, S4 ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω3.

Poka�imo da postoji taqka S takva da je S ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4. S
obzirom da sve povrxi ω1, ω2, ω3, ω4 pripadaju jednoj ravni to su taqke

S1, S2, S3, S4 komplanarne. Razmotrimo sve �ihove mogu�e polo�aje.

(i) Bar dve taqke se poklapaju. Neka je na primer S1 ≡ S2 = S.
Tada je S ≡ S1 ∈ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4, S ≡ S2 ∈ ω1 ∩ ω3 ∩ ω4, odakle sledi

S ≡ S1 ≡ S2 ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4 .

(ii) Nikoje dve taqke se ne poklapaju, ali su bar tri kolinearne.

Neka su na primer taqke S1, S2, S3 kolinearne. Tada su mogu�i slede�i

rasporedi: B(S1, S2, S3), B(S1, S3, S2), B(S2, S1, S3). Bez ograniqe�a op-
xtosti mo�emo pretpostaviti da va�i B(S1, S2, S3), i neka je S2 ≡ S.
Tada imamo S ≡ S2 ∈ S1S3 i S1 ∈ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4, S3 ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω4, odakle
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sledi da S1, S3 ∈ ω2, tj. S1S3 ⊂ ω2. Kako je S ∈ S1S3 i S1S3 ⊂ ω2,
sledi S ∈ ω2. S obzirom na to da je S ≡ S2 ∈ ω1 ∩ ω3 ∩ ω4 sledi

S ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4.

(iii) Nikoje tri taqke nisu kolinearne i tri obrazuju trougao kome

pripada qetvrta taqka (Slika 1.4 (a)). Bez ograniqe�a opxtosti pret-

postavimo daje S4 unutrax�a taqka trougaone povrxi S1S2S3.

(a) ( )б
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Slika 1.4.

Kako S1 ∈ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4, S2 ∈ ω1 ∩ ω3 ∩ ω4, S3 ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω4 sledi

S1, S2, S3 ∈ ω4, gde je ω4 konveksan lik. Kako S4 ∈ ∆S1S2S3 i ∆S1S2S3 ⊂
ω4 onda prema Zadatku 1.1. da je S4 ∈ ω4 i kako je jox S4 ∈ ω1 ∩ω2 ∩ω3,
imamo S4 ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4.

(iv) Ne va�i (i) i (ii) i ne postoji trougao sa unutrax�om taqkom.

Posmatrajmo konveksan qetvorougao S1S2S3S4 i neka je

S = S1S3 ∩ S2S4. Tada je S unutrax�a taqka du�i S1S3 i S2S4, pa

va�i raspored taqaka B(S1, S, S3) i B(S2, S, S4) (Slika 1.4 (b)). Dakle,
S1 ∈ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4 i S3 ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω4 odakle sledi da je S1S3 ⊂ ω2 ∩ ω4.

Kako je S ∈ S1S3, dobijamo

S ∈ ω2 ∩ ω4. (1.2)

Da	e, S ∈ S2S4, S2 ∈ ω1 ∩ ω3 ∩ ω4 i S4 ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω3 odakle sledi da

S2S4 ⊂ ω1 ∩ ω3. Kako je S ∈ S2S4, imamo

S ∈ ω1 ∩ ω3. (1.3)

Iz (1.2) i (1.3) sledi da je S ∈ ω1 ∩ ω2 ∩ ω3 ∩ ω4., tj.

4∩
i=1

ωi ̸= ∅,

a to je i trebalo dokazati. �
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Zadatak 1.9. (Helijeva teorema) Ako su ω1, ω2..., ωn, n ≥ 4 konveksni

likovi jedne ravni, takvi da svaka tri od �ih imaju bar jednu zajed-

niqku taqku, dokazati da svi pomenuti likovi imaju bar jednu zajed-

niqku taqku.

Rexe�e: Dokaz izvodimo indukcijom po n.

(1) Za n = 4 tvr�e�e je zadovo	eno na osnovu Zadatka 1.8.

(2) Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za n = k tj. da je

k∩
i=1

ωi ̸= Ø.

(3) Doka�imo da tvr�e�e va�i za n = k + 1. Oznaqimo sa

ω = ωk ∩ ωk+1.

Po pretpostavci je ω ̸= Ø. Iz skupa {ω1, ω2, ..., ωk, ωk+1} dobili smo

skup

{ω1, ω2, ..., ωk−1, ω}. (1.4)

Pokaza�emo da svaka tri lika iz ovog skupa imaju neprazan presek.

Kako je {ω1, ω2, ..., ωk−1} ⊂ {ω1, ω2, ...ωk, ωk+1}, to svaka tri lika od k−1
likova skupa {ω1, ω2, ..., ωk−1} imaju neprazan presek. Neka su ωi, ωj ∈
{ω1, ω2, ..., ωk−1} za i, j ∈ {1, · · · , k−1}, i ̸= j proizvo	ni elementi. Tada
je na osnovu zadatka 1.8.

ωi ∩ ωj ∩ ω = ωi ∩ ωj ∩ ωk ∩ ωk+1 ̸= Ø za i, j ∈ {1, k − 1}, i ̸= j.

Kako su zadovo	eni svi uslovi zadatka za skup (1.4), to na osnovu in-

dukcijske hipoteze va�i:

k−1∩
i=1

ωi ∩ ω ̸= Ø, tj.

k−1∩
i=1

ωi ∩ ωk ∩ ωk+1 ̸= Ø,

odakle sledi da je
k+1∩
i=1

ωi ̸= Ø,

xto je trebalo pokazati. �
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Zadatak 1.10. Ako je l broj preseqnih taqaka svih dijagonala konvek-

snog poligona A1A2...An, kod koga se nikoje tri i vixe dijagonala ne

seku u jednoj taqki, dokazati da je

l =
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

24
.

Rexe�e: Prvi naqin. Kako je poligon A1A2...An konveksan, sa jedne

strane prave odre�ene dijagonalom AlAk tog poligona, ima k−2 temena,
a sa druge srane ima n − k temena. Kako svaka dijagonala koja spaja

dva temena sa raznih strana prave AlAk seqe dijagonalu AlAk, onda

dijagonala AlAk seqe ostale dijagonale poligona A1A2...An u (k−2)(n−
k) taqaka. Neka je l1 broj preseqnih taqaka svih dijagonala iz temena

A1. Tada je

l1 = 1(n− 3) + 2(n− 4) + 3(n− 5) + ...+ (n− 3)1

= 1(n− 1)− 2 + 2(n− 1)− 3 + ...(n− 3)(n− 1)− (n− 2)

= (n− 1)1 + 2 + 3 + ...+ (n− 3)

− (1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + ...+ (n− 3) · (n− 2))

=
1

2
(n− 1)(n− 2)(n− 3)− 1

3
(n− 1)(n− 2)(n− 3)

=
1

6
(n− 1)(n− 2)(n− 3).

Kako dijagonale iz svakog drugog temena seku ostale dijagonale tog

poligona u tako�e l1 taqaka i kako se pri tome svaka preseqna taqka

pojav	uje qetri puta imamo da je:

l =
nl1
4

=
1

24
n(n− 1)(n− 20)(n− 3).

Drugi naqin. Svakoj preseqnoj taqki dijagonala pridru�en je jedan

qetvorougao i obratno (Slika 1.5.), xto znaqi da postoji bijekcija

izme�u skupa preseqnih taqaka dijagonala i skupa svih qetvorouglova

koje qine taqke A1, A2, ..., An. Od n taqaka A1, A2, ..., An mogu se formi-

rati

Ln =

(
n

4

)
=

n!

4!(n− 4)!
=

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

24

qetvorouglova, pa �e biti

ln =
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

24
,

xto je i trebalo dokazati. �
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1.2 Trougao

Zadatak 1.11. Ako su te�ixna du� AD, uglovi ]BAD i ]CAD
trougla ∆ABC jednaki odgovaraju�im elementima trougla ∆A′B′C ′,
dokazati da su ta dva trougla podudarna.
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Slika 1.6.

Rexe�e: Posmatrajmo trouglove ∆ABC i ∆A′B′C ′ (Slika 1.6.). Tre-
bamo pokazati da iz: AD = AD′, ]BAD = ]B′A′D′ i

]CAD = ]C ′A′D′ sledi da je ∆ABC ∼= ∆A′B′C ′.

Na polupravoj AD odredimo taqku E tako da va�i rasporad taqaka

B(A,D,E) iAD = DE. Na isti naqin, odredimo i kod trougla∆A′B′C ′

taqku E′ na polupravoj A′D′ tako da B(A′, D′, E′) i A′D′ = D′E′ (Slika
1.6.). Sada je AD = A′D′, AD = DE, A′D′ = D′E′ odakle sledi DE =
D′E′ a odavde

AE = AD +DE = A′D′ +D′E′ = A′E′,
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tj. AE = AE′

Posmatrajmo trouglo ∆ABD i ∆ECD. Za ova dva trougla va�i:

AD = DE, BD = CD, ]BDA = ]CDE (kao unakrsni), odakle sledi

∆ABD∼=∆ECD na osnovu prvog stava o podudarnosti trouglova. Iz

�ihove podudarnosti sledi

AB = CE i ]BAD = ]CED ≡ ]AEC. (1.5)

Analognim postupkom dobija se da je ∆A′B′D′∼=∆E′C ′D′, odakle sledi
da je

A′B′ = C ′E′ i ]B′A′D′ = ]C ′E′D′ ≡ ]A′E′C ′. (1.6)

Sada iz (1.5) i (1.6) dobijamo da je ]AEC = ]A′E′C ′.

Posmatrajmo sada trouglove ∆AEC i ∆A′E′C ′. Oni su podudarni

prema drugom stavu o podudarnosti trouglova jer je

AE = A′E′, ]AEC = ]DEC = ]D′E′C ′ = ]A′E′C ′ i

]EAC = ]DAC = ]D′A′C ′ = ]E′A′C ′. Iz �ihove podudarnosti je

AC = A′C ′ i CE = C ′E′.
Sada iz CE = C ′E′, CE = AB i C ′E′ = A′B′, sledi da je

AB = A′B′. Poluprava AD razla�e ugao ]BAC na dva ugla, tj. va�i

]BAC = ]BAD + ]CAD = ]B′A′D′ + ]C ′A′D′ = ]B′A′C ′. Sada za

trouglove ∆ABC i ∆A′B′C ′ imamo AB = A′B′, AC = A′C ′ i ]BAC =
]B′A′C ′ pa je ∆ABC∼=∆A′B′C ′ na osnovu prvog stava o podudarnosti

trouglova. �

Zadatak 1.12. Neka su AA1, BB1, CC1 te�ixne linije i AA2, BB2,

CC2 visine trougla ∆ABC a A′A′
1, B

′B′
1, C

′C ′
1 te�ixtne linije i

A′A′
2,B

′B′
2, C

′C ′
2 visine trougla ∆A′B′C ′. Dokazati da su trouglovi

ABC i A′B′C ′ podudarni ako je:

(a) AB = A′B′, AC = A′C ′, AA1 = A′A′
1,

(b) AB = A′B′, AC = A′C ′, BB1 = B′B′
1,

(v) BC = B′C ′, BB2 = B′B′
2, CC2 = C ′C ′

2,

(g) BC = B′C ′, AA1 = A′A′
1, AA2 = A′A′

2.

Zadatak 1.13. Neka su data dva trougla ∆ABC i ∆A′B′C ′, kod kojih
je AB = A′B′, AC = A′C ′, ]A > ]A′. Dokazati da je BC > B′C ′.

Rexe�e: Kako je]A > ]A′ to u uglu ]A postoji poluprava AD′ takva
da je ]BAD′ = ]A′. Na polupravoj AD′ odredimo taqku D takvu da je

AD ∼= A′C ′. Kako je jox A′C ′ ∼= AC sledi da je AD ∼= AC. Sada mogu
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A
A’

B D
C

B’

C’

D’

Slika 1.7.

nastupiti slede�i sluqajevi: (i) D ∈ BC i (ii) D ̸∈ BC. Razmotrimo

ponaosob svaki od �ih.

(i) Taqka D ∈ BC (Slika 1.7.). Posmatrajmo trouglove ∆ABD i

∆A′B′C ′. Za ova dva trougla va�i AB ∼= A′B′, AD ∼= A′C ′ i

]BAD = ]A′, pa je ∆ABD ∼= ∆A′B′C ′ na osnovu prvog stava o po-

dudarnosti trouglova.

Iz �ihove podudarnosti sledi da je BD ∼= B′C ′. Iz D ∈ BC, sledi
da va�i raspored taqaka B(B,D,C) pa je BD < BC. Da	e va�i BD =
B′C ′, odakle sledi B′C ′ < BC.

A
A’

B

D

C
K

B’

C’

D’

Slika 1.8.

(ii) Taqka D ̸∈ BC (Slika 1.8.). Konstruiximo simetralu s ugla

]DAC. Neka je K taqka dobijena u preseku simetrale s i stranice

BC trougla. Kako je AC ∼= AD i s simetrala ugla ]DAC, sledi da je

KD ∼= KC.

Primenom nejednakosti trougla za trougao ∆BKD dobijamo BD <
BK + KD = BK + KC = BC tj. BD < BC. Na isti naqin kao u
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dokazu dela zadatka pod (i) dobijamo da je BD ∼= B′C ′, odakle sledi da

je B′C ′ < BC, xto je trebalo pokazati. �

Zadatak 1.14. Neka su data dva trougla ∆ABC i ∆A′B′C ′, kod kojih
je AB ∼= A′B′, AC ∼= A′C ′ i BC > B′C ′. Dokazati da je ]A > ]A′.

Rexe�e: Za uglove ]A i ]A′ va�i taqno jedna od mogu�nosti

(i) ]A ∼= ]A′, (ii) ]A < ]A′ i (iii) ]A > ]A′.

(i) Ako je ]A ∼= ]A′, onda su trouglovi ∆ABC i ∆A′B′C ′ podu-
darni, odakle sledi BC ∼= B′C ′, xto je u suprotnosti sa pretpostavkom
zadatka. Dakle, ne mo�e biti ]A ∼= ]A′.

(ii) Ako je ]A < ]A′, onda primenom Zadatka 1.13. zak	uqujemo da

je BC < B′C ′, xto je u suprotnosti sa pretpostavkom zadatka. Dakle,

ne mo�e biti ni ]A < ]A′.

(iii) Prema tome, mora da va�i ]A > ]A′. �

Zadatak 1.15. Naspram ve�e stranice u trouglu le�i ve�i ugao, i

obratno, naspram ve�eg ugla le�i ve�a stranica. Dokazati.

A

B

C

D

Slika 1.9.

Rexe�e: Neka je ∆ABC proizvo	an trougao i neka je AC > AB
(Slika 1.9.). Oznaqimo sa D taqku du�i AC takvu daje B(A,D,C)
i AD ∼= AB. Tada je poluprava BD unutar ugla ]ABC trougla ∆ABC
pa je ]ABC > ]ABD. Trougao ∆ABD je jednakokraki pa je ]ABD =
]ADB. U trouglu∆BCD je ]ADB spo	ax�i nesusedni za ugao ]BCD,

pa je ]ADB > ]ACB. Prema tome, imamo ]ABC > ]ACB.

Obratno, neka je ]ABC > ]ACB. Tada za du�i AB i AC mo�e

va�iti taqno jedna od mogu�nosti: (i) AB = AC, (ii) AB < AC i

(iii) AB > AC. Razmotrimo ih ponaosob.
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(i) Neka je AB = AC. Tada je ]ABC = ]ACB, xto je u suprotnosti
sa pretpostavkom zadatka.

(ii) Neka sada va�i AB < AC. Tada je prema dokazanom delu zadatka

]ABC < ]ACB, xto je u suprotnosti sa pretpostavkom zadatka.

(ii) Dakle, mora biti AC > AB. �

Zadatak 1.16. Ako je kod trouglova ∆ABC i ∆A′B′C ′, razlika stra-
nica AB i AC jednaka razlici stranica A′B′ i A′C ′, stranica BC
jednaka stranici B′C ′ i te�ixna du� AD jednaka te�ixnoj du�i

A′D′, dokazati da su ova dva trougla podudarna.

A

B

C
D

A

B

C
D

‘

‘
‘

‘

Slika 1.10.

Rexe�e: Iz BC = B′C ′ sledi BD = B′D′ i DC = D′C ′. Doka�imo da
je ]ADB = ]A′D′B′. Pretpostavimo da je ]ADB ̸= ]A′D′B′. Tada za

ova dva ugla postoje dve mogu�nosti:

(i) ]ADB > ]A′D′B′ i (ii) ]ADB < ]A′D′B′

Razmotrimo ponaosob oba sluqaja.

(i) Neka je ]ADB > ]A′D′B′. Tada je ]ADC < ]A′D′C ′, kao dopune
do opru�enog ugla. Posmatrajmo trouglove ∆ABD i ∆A′B′D′. Za ta

dva trougla va�i AD = A′D′, BD = B′D′ i ]ADB > ]A′D′B′ odakle
prema Zadatku 1.13. va�i

AB > A′B′. (1.7)

Posmatrajmo sada trouglove ∆ADC i ∆A′D′C ′. Kod �ih je AD =
A′D′, DC = D′C ′ i ]ADC < ]A′D′C ′, odakle prema zadatku 1.13. sledi
AC < A′C ′, tj.

−AC > −A′C ′. (1.8)
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Sabira�em relacija (1.7) i (1.8) dobijamo AB − AC > A′B′ − A′C ′,
xto je u suprotnosti sa pretpostavkom zadatka AB−AC = A′B′−A′C ′.
Dakle sluqaj ]ADB > ]A′D′B′ nije mogu�.

(ii)Analogno i pretpostavka ]ADB < ]A′D′B′ dovodi do kontradik-
cije.

Prema tome, pretpostavka ]ADB ̸= ]A′D′B′ dovodi do kontradik-

cije pa mora biti ]ADB = ]A′B′D′.

Uoqimo sada trouglove ∆ABD i ∆A′B′D′. Kod �ih je

AD = A′D′, BD = B′D′ i ]ADB = ]A′D′B′ pa su oni podudarni na os-
novu prvog stava o podudarnosti trouglova. Sledi jednakost preostalih

elemenata, tj. AB = A′B′. Tako�e i trouglovi ∆ADC i ∆A′D′C ′ su po-
dudarni jer je AD = A′D′, DC = D′C ′ i

]ADC = ]A′D′C ′, pa sledi AC = A′C ′.
Sada su trouglovi ∆ABC i ∆A′B′C ′ podudarni na osnovu tre�eg

stava o podudarnosti trouglova jer je AB = A′B′, AC = A′C ′ i BC =
B′C ′. �

Zadatak 1.17. Taqka D je sredixte stranice BC trougla ∆ABC.
Ako je AC > AB, dokazati da da je ]BAD > ]CAD i obrnuto ako je

]BAD > ]CAD, tada je AC > AB.

Rexe�e: Neka je AC > AB. Odredimo taqku E na pravoj odre�enoj

taqkama A i D tako da va�i raspored taqaka B(A,D,E) i da je AD ∼=
DE (Slika 1.11). Trouglovi ∆ABD i ∆ECD su podudarni na osnovu

prvog stava o podudarnosti jer je AD = ED, BD = CD i ]BDA =
]CDE.

Iz podudarnosti ovih trouglova sledi da je AB = EC i

]BAD = ]CED ≡ ]CEA. Za trougao ∆AEC je zadovo	eno

AC > AB = EC, pa na osnovu Zadatka 1.15. sledi da je

]CEA > ]CAE ≡ ]CAD. Kako je jox ]CEA = ]BAD dobijamo da

je ]BAD > ]CAD, xto je i trebalo pokazati.

Obratno, neka je ]BAD > ]CAD. Treba pokazati da je

AC > AB. Iz ]BAD > ]CAD sledi ]CEA > ]CAD odakle sledi

da je AC > CE. S obzirom na to da je CE = AB, dobijamo AC > AB,
xto je trebalo pokazati. �

Zadatak 1.18. Dokazati da su kod trougla ∆ABC stranice AB i AC
jednake ako su mu jednake:
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A

B

C
D

E

Slika 1.11.

(i) te�ixne linije BB1 i CC1,

(ii) simetrale BB2 i CC2 unutrax�ih uglova ]B i ]C,
(iii) visine BB3 i CC3.

BA

B C

BC

C ‘‘

11

Slika 1.12.

Rexe�e: (i) Za stranice AB i AC trougla ∆ABC va�i taqno jedna od

mogu�nosti: (1) AC > AB, (2) AC < AB i (3) AC = AB. Razmotrimo
ponaosob svaku od mogu�nosti.

(1) Neka je AC > AB a BB1 = CC1. Iz AC > AB sledi

B1C > C1B a odavde prema zadatku 1.14. imamo ]B1BC > ]C1CB. Na
produ�etku te�ixne linije BB1 uoqimo taqku B′ tako da va�i ras-

pored taqaka B′ −B1 −B i BB1
∼= B1B

′ (Slika 1.12). Neka je C ′ taqka
na pravoj CC1 takva da va�i C − C1 − C ′ i CC1

∼= C1C
′. Posmatrajmo

trouglove ∆BB′C i ∆CC ′B. Za ova dva trougla va�i da je BC = CB,
BB′ = CC ′ i ]CBB′ > ]BCC ′ odakle sledi da je CB′ > BC ′. Iz
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podudarnosti trouglova ∆ABB1
∼= ∆CB′B1 i ∆ACC1

∼= ∆BC ′C1 sledi

da je CB′ = AB i BC ′ = AC odakle dobijamo da je AB > AC xto je u

suprotnosti sa pretpostavkom.

(2) Analogno i pretpostavka AB > AC dovodi do kontradikcije.

(3) Dakle, preostaje da je AB = AC, a to je i trebalo pokazati.

A

B

C

D

EC

B
2

2

O

Slika 1.13.

(ii) Za du�i AC i AB va�i taqno jedna od mogu�nosti (1) AC > AB,
(2) AC < AB i (3) AC = AB. Razmotrimo sve mogu�nosti ponaosob.

(1) Neka je AC > AB. Tada je ]B > ]C. U ]ABB2 postoji po-

luprava BD takva da je ]B2BD = ]ACC2 (Slika 1.13), sledi da je

CD > BD tj. da izme�u taqaka C i D postoji taqka E takva da je

BD = CE. Trouglovi ∆BB2D i ∆CC2E su podudarni prema prvom

stavu o podudarnosti jer va�i BB2
∼= CC2, BD ∼= CE i ]B2BD =

]ACC2 ≡= ]ECC2. Iz podudarnosti trouglova ∆BB2D i ∆CC2E
sledi da su odgovaraju�i uglovi ]BDB2 i ]C2EC jednaki.

Prema Paxovom stavu prime�enom na nekolinearne taqke A, B, D
i pravu odre�enu taqkama C2 i E, zak	uqujemo da prava C2E seqe du�

BD u taqki O, pri qemu va�i raspored B −O −D.

Dobijamo da je u ∆OED spo	ax�i ugao ]C2EC jednak nesusednom

unutrax�em uglu ]ODE xto je nemogu�e. Znaqi pretpostavka AC >
AB dovodi do kontradikcije.

(2) Analogo pokazujemo da ne va�i ni da je AC < AB.
(3) Preostaje dakle da va�i AB = AC.

(iii) Iz podudarnosti trouglova ∆ABB3
∼= ∆ACC3 sledi AB = AC

(Slika 1.14). �
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A B

C
D

S

Slika 1.14.

Zadatak 1.19. Trougao je jednakokrak ako i samo ako va�i da su mu:

(a) dve visine podudarne;

(b) dve te�ixne linije podudarne;

(v) odseqci dveju simetrala unutrax�ih uglova izme�u temena i

naspramne stranice podudarni.

Zadatak 1.20. (Prva Le�androva teorema) Dokazati da zbir unutra-

x�ih uglova proizvo	nog trougla ne mo�e biti ve�i od zbira dva

prava ugla.

. . .

~
~

~~ ~~~~

~
~

~
~

~
~

B B B B B

~
~

B

A A A A A

1 2 3 n-1 n

1 2 n-2 n-1

Slika 1.15.

Rexe�e: Pretpostavimo da postoji trougao ∆ABB1 takav da mu je

zbir unutrax�ih uglova σ(∆ABB1) ve�i od zbira dva prava ugla. Na

polupravoj BB1 konstruiximo taqke B2, B3, ..., Bn tako da va�i

B(B,B1, B2, B3, ..., Bn−1, Bn) i BB1 = B1B2 = B2B3 = ... = Bn−1Bn.

Sa one strane poluprave BB1 sa koje je taqka A konstriximo taqke

A1, A2, A3, ..., An−1 (Slika 1.15.) takve da je
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AB = A1B1 = A2B2 = ... = An−1Bn−1 i

AB1 = A1B2 = A2B3 = ... = An−1Bn.

Tada, prema tre�em stavu o podudarnosti trouglova va�i

∆ABB1
∼= ∆A1B1B2

∼= ... ∼= ∆An−1Bn−1Bn,

a odavde sledi jednakost i ostalih odgovaraju�ih elemenata

]ABB1 = ]A1B1B2 = · · · = ]An−1Bn−1Bn

]AB1B = ]A1B2B1 = · · · = ]An−1BnBn−1.

Odavde, kao dopune jednakih uglova do opru�enog ugla, sledi jednakost

uglova

]AB1A1 = ]A1B2A2 = ... = ]An−2Bn−1An−1.

Posmatrajmo slede�e trouglove

∆AB1A1, ∆A1B2A2, . . . ,∆An−2Bn−1An−1.

Oni su podudarni primenom prvog stava o podudarnosti trouglova jer

je
AB1 = A1B2 = A2B3 = ... = An−2Bn−1

AB = A1B1 = A2B2 = ... = An−1Bn−1

]AB1A1 = ]A1B2A2 = ... = ]An−2Bn−1An−1.

Tada su im i ostali odgovaraju�i elementi podudarni, tj.

AA1 = A1A2 = ... = An−2An−1.

Posmatrajmo poligon BAA1A2..An−1Bn. Za ovaj poligon va�i

BBn < BA+AA1 +A1A2 + ...+An−2An−1 +An−1Bn

tj.

n ·BB1 < AB + (n− 1)AA1 +AB1,

pa je

n · (BB1 −AA1) < AB +AB1 −AA1 = d = const. (1.9)

Za trougao ∆ABB1 po pretpostavci va�i da je zbir �egovih unutrax-

�ih uglova ve�i od zbira dva prava ugla, tj. σ(∆ABB1) > 2R, odakle
sledi da je

]ABB1 + ]BB1A+ ]B1AB > 2R. (1.10)



22 1. Apsolutna geometrija

Da	e jox va�i

]BB1A+ ]AB1A1 + ]A1B1B2 = 2R,

tj.

]BB1A+ ]AB1A1 + ]B1AB = 2R. (1.11)

Ako uporedimo jednakosti (1.10) i (1.11) zak	uqujemo da je

]BAB1 > ]AB1A1. Posmatrajmo trouglove ∆ABB1 i ∆AB1A1. Kod

�ih je AB1 = A1B, AB = A1B1 i ]B1AB > ]AB1A1, odakle na osnovu

Zadatka 1.13. sledi BB1 > AA1 tj.

d1 = BB1 −AA1 > 0. (1.12)

Sada relaciju (1.9) mo�emo predstaviti u obliku

n · d1 < d = const.,

gde je n proizvo	an prirodan broj, xto je uzimaju�i u obzir (1.12),

u suprotnosti sa Arhimedovom aksiomom neprekidnosti. Prema tome,

pretpostavka da da postoji trougao ∆ABB1 qiji je zbir unutrax�ih

uglova ve�i od zbira dva prava ugla dovodi do kontradikcije. Dakle,

ne postoji trougao qiji je zbir unutrax�ih uglova ve�i od zbira dva

prava ugla. �

Zadatak 1.21. Dokazati da spo	ax�i ugao u trouglu nije ma�i od

zbira dva unutrax�a nesusedna ugla tog trougla.

A

B C D

Slika 1.16.

Rexe�e: Doka�imo na primer da je ]A + ]B ≤ ]ACD u trouglu

∆ABC, gde je R prav ugao. Na osnovu Zadatka 1.15 sledi

]A + ]B + ]C ≤ 2R. Kako je jox ]C + ]ACD = 2R sledi

]A+ ]B ≤ ]ACD (Slika 1.16.). �
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Zadatak 1.22. Spo	ax�i ugao trougla ve�i je od unutrax�eg nesu-

sednog ugla. Dokazati.

Zadatak 1.23. Dokazati da zbir unutrax�ih uglova prostog ravnog

n-tougla ne mo�e biti ve�i od 2(n− 2)R, pri qemi je R prav ugao.

Zadatak 1.24. Najvixe jedan ugao u trouglu mo�e biti prav ili

tup, a najma�e dva moraju biti oxtra. Dokazati.

Rexe�e: Iskoristiti da je spo	ax�i ugao trougla ve�i od unutrax-

�eg nesusednog. �

Zadatak 1.25. Naspram pravog (tupog) ugla u trouglu nalazi se na-

jve�a stranica tog trougla. Dokazati.

Rexe�e: Iskoristiti da naspram ve�eg ugla u trouglu le�i ve�a

stranica. �

Zadatak 1.26. Neka je M proizvo	na taqka na stranici AB trougla

∆ABC. Dokazati da je MC < max{AC,BC}.

Rexe�e: Ako su uglovi ]AMC i ]BMC pravi, onda primenom Za-

datka 1.25. sledi MC < AC i MC < BC, tj. MC < max{AC,BC}
(Slika 1.17).

A

B C

M

Slika 1.17.

Ako je jedan od uglova ]AMC i ]BMC tup, drugi je oxtar. Neka je

na primer ugao ]AMC tup. Primenom Zadatka 1.25. na trougao ∆AMC
sledi MC < AC, tj. MC < max{AC,BC}. �
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1.3 Qetvorougao

Definicija 1.3.1 Qetvorougao sa tri prava ugla nazivamo Lam-

bertovim qetvorouglom. Ako su uglovi ]A, ]B i ]C Lambertovog

qetvorougla ABCD pravi, tada su stranice AB i BC osnovice a AD
i CD visine Lambertovog qetvorougla.

Definicija 1.3.2 Qetvorougao ABCD kod koga su uglovi ]A i ]B
pravi a AD ∼= BC nazivamo Sakerijevim qetvorouglom. Stranica

AB je osnovica, CD protivosnovica a AD i BC su boqne stranice

Sakerijevog qetvorougla.

Zadatak 1.27. Dokazati da je zbir dijagonala konveksnog qetvorougla

ve�i od poluobima p, a ma�i od obima 2p tog qetvorougla.

A B

C
D

S

d1 d2

Slika 1.18.

Rexeǌe: Neka je dat proizvo	an qetvorougao ABCD. Oznaqimo di-

jagonale qetvorougla sa d1 = AC, d2 = BD. Neka je S preseqna taqka

dijagonalaAC iBD. Sada, zbog konveksnosti qetvorouglaABCD va�i

raspored taqaka B(A,S,C) i B(B,S,D) (Slika 1.18). Primenom nejed-

nakosti trougla redom na trouglove ∆ABC, ∆ACD, ∆ABD i ∆BCD
dobijamo d1 < AB+BC, d1 < CD+AD, d2 < AB+AD i d2 < BC+CD.

Sabira�em ove qetiri najednakosti i de	e�em sa 2 dobijamo

d1 + d2 < AB +BC + CD +AD = 2p,

xto je trebalo dokazati.

Sada iz trouglova ∆ABS, ∆BCS, ∆CDS i ∆ADS redom sledi

AB < AS+BS, BC < BS+CS, CD < CS+DS i AD < AS+DS. Sabi-
ra�em levih i desnih strana posled�e qetiri nejednakosti i de	e�em

sa 2 dobijamo

d1 + d2 > p,
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xto je i trebalo pokazati. �

Zadatak 1.28. Kod Sakerijevog qetvorougla ABCD sa osnovicom AB
i protivosnovicom CD va�i ]C ∼= ]D. Dokazati.

A B

CD

Slika 1.19.

Rexe�e: Trouglovi ∆ABC i ∆BAD (Slika 1.19) su podudarni na

osnovu prvog stava o podudarnosti trouglova. Iz �ihove podudarnosti

sledi AC ∼= BD. Sada trouglovi ∆ACD i ∆BDC imaju podudarne

sve tri odgovaraju�e stranice, odakle sledi �ihova podudarnost prema

tre�em stavu o podudarnosti trouglova. Dakle, ]ADC ∼= ]BCD. �

Definicija 1.3.3 Du� koja spaja sredixta osnovice i protivosno-

vice Sakerijevog qetvorougla je sred�a linija tog qetvorougla.

Zadatak 1.29. Sred�a linija Sakerijevog qetvorougla razla�e taj

qetvorougao na dva Lambertova qetvorougla. Dokazati.

A B

CD

P

Q

Slika 1.20.

Rexe�e: Neka su P iQ sredixta redom osnoviceAB i protivosnovice

CD (Slika 1.20) Sakerijevog qetvorougla ABCD. Trouglovi ∆APD i

∆BPC su podudarni na osnovu prvog stava o podudarnosti trouglova.
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Iz �ihove podudarnosti sledi PD ∼= PC i ]APD ∼= ]BPC. Sada

su trouglovi ∆PQD i ∆PQC podudarni prema tre�em stavu o podu-

darnosti trouglova, odakle sledi ]QPD ∼= ]QPC i ]PQD ∼= ]PQC.
Uglovi ]PQD i ]PQC su podudarni i naporedni, dakle pravi. Kako

je jox

]APQ = ]APD + ]QPD = ]BPC + ]QPC = ]BPQ,

to su i uglovi ]APQ i ]BPQ pravi. Dakle, qetvorouglovi APQD i

BPQC su Lambertovi. �

Zadatak 1.30. Sred�a linija Sakerijevog qetvorougla je zajedniqka

normala osnovice i protivosnovice. Dokazati.

Rexe�e: Direktno sledi iz Zadatka 1.29.

Zadatak 1.31. Ako je kod prostog qetvorougla ABCD: ]A ∼= ]B i

AD ∼= BC tada je ]C ∼= ]D. Dokazati.

Rexe�e: Analogno kao u Zadatku 1.28.

Zadatak 1.32. Ako je kod prostog qetvorougla ABCD, ]A ∼= ]B i

]D > ]C tada je BC > AD. Dokazati.

Rexe�e: Za du�i BC i AD va�i taqno jedna od relacija:

(i) BC ∼= AD, (ii) BC < AD ili (iii) BC > AD.

(i) Neka je BC ∼= AD. Kako je jox ]A ∼= ]B, to na osnovu Za-

datka 1.31. sledi ]C ∼= ]D, xto je u suprotnosti sa pretpostavkom.

A B

C

D

D’

Slika 1.21.

(ii) Ako je BC < AD, tada postoji taqka D′ (Slika 1.21) takva da

je AD′ ∼= BC i B(A,D′, D). Qetvorougao ABCD′ je prost jer su taqke
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C i D′ sa iste strane prave AB i zadovo	ava sve uslove Zadatka 1.31.

odakle sledi ]BCD′ ∼= ]CD′A. Taqka D′ pripada du�i AD, odakle

sledi da D′ pripada unutrax�osti ugla ]BCD, pa je ]BCD > ]BCD′

i kako je jox ]BCD′ ∼= ]CD′A, sledi ]BCD > ]CD′A. Ugao ]CD′A
je spo	ax�i nesusedni uglu ]CDD′ ≡ ]CDA trougla ∆CDD′, odakle
sledi ]BCD > ]CDA, xto je u suprotnosti sa pretpostavkom zadatka.

Prema tome ne mo�e biti BC < AD.

(iii) Dakle, preostaje da mora da va�i BC > AD. �

Zadatak 1.33. Ako je kod qetvorougla ABCD: ]A ∼= ]B i BC > AD
tada je ]D > ]C. Dokazati.

A B

C’

C

D

Slika 1.22.

Rexe�e: Iz BC > AD sledi da postoji taqka C ′ (Slika 1.22) takva da
je BC ′ ∼= AD i B(B,C ′, C). Qetvorougao ABC ′D zadovo	ava sve uslove

Zadatka 1.31. odakle je ]BC ′D ∼= ]ADC ′. Ugao ]BC ′D je spo	ax�i

nesusedni uglu ]C trougla ∆CDC ′ pa je ]BC ′D > ]C. Dakle

]ADC > ]ADC ′ ∼= ]BC ′D > ]BCD,

tj. ]D > ]C. �

Zadatak 1.34. Ako je kod prostog qetvorougla ABCD: AD ∼= BC i

]A > ]B, tada je ]C > ]D. Dokazati.

Rexe�e: Za trouglove ∆ABC i ∆ABD je BC ∼= AD, AB ≡ AB i

]ABC < ]ABD (Slika 1.23) pa je AC < BD. Sada za trouglove∆ACD
i ∆BCD va�i CD ≡ CD, AD ∼= BC i AC < BD, odakle je ]ADC <
]BCD, tj. ]D < ]C. �
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A B

C

D

Slika 1.23.

Zadatak 1.35. Ako je kod prostog qetvorougla ABCD ]A ∼= ]C i

]B ∼= ]D, tada je AB ∼= DC i BC ∼= AD. Dokazati.

Rexe�e: Za uglove ]ACD i ]CAB va�i taqno jedna od relacija (i)
]ACD < ]CAB, (ii) ]ACD > ]CAB ili (iii) ]ACD = ]CAB.

(i) Ako je ]ACD < ]CAD tada je i ]ACB > ]CAD. U uglu ]ACB
postoji poluprava CC ′ (Slika 1.24) takva da je

]ACC ′ ∼= ]CAD. Na isti naqin postoji poluprava AA′ unutar ugla

]CAB takva da je ]CAA′ ∼= ]ACD. Oznaqimo sa B′ preseqnu taqku

polupravih AA′ i CC ′. Nije texko zak	uqiti, primenom Paxove ak-

siome, da se taqka B′ nalazi unutar trougla ∆ABC.

A
C’

B’’ B

A’

CD

B’

Slika 1.24.

Trouglovi ∆ACB′ i ∆ACD su podudarni prema drugom stavu o

podudarnosti trouglova. Odavde sledi ]AB′C ∼= ]D. Kako je jox

]D ∼= ]B dobijamo

]AB′C ∼= ]ABC (1.13)

Oznaqimo sa B′′ preseqnu taqku pravih CC ′ i AB. Ugao ]AB′C je spol-

jax�i nesusedni u trouglu ∆AB′′B′ uglu ]AB′′B′ pa je

]AB′C > ]AB′′B′. Na isti naqin je ]AB′′B′ > ]ABC kao spo	ax-

�i nesusedni u trouglu ∆B′′BC. Dobija se ]AB′C > ]ABC, xto je u
suprotnosti sa (1.13). Prema tome ne mo�e biti ]ACD < ]CAB.
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(ii) Analogno, pretpostavka ]ACD > ]CAB dovodi do kontradik-

cije.

(iii) Dakle, preostaje da je ]ACD ∼= ]CAB. Tada je

]ACB ∼= ]CAD kao dopune jednakih uglova do jednakih. Sada su tro-

uglovi ∆ABC i ∆ADC podudarni prema drugom stavu o podudarnosti

trouglova, odakle sledi AB ∼= CD i BC ∼= AD. �

Zadatak 1.36. Ako je kod prostog qetvorougla ABCD, ]B ∼= ]D i ako

sredixte dijagonale AC le�i na dijagonali BD, tada su naspramne

stranice tog qetvorougla podudarne me�usobno. Dokazati.

Rexe�e: Oznaqimo sa D′ taqku prave BD takvu da je OB ∼= OD′ i

D,D′ � �
− O. Tada va�i taqno jedna od relacija (i) B(O,D′, D),

(ii) B(O,D,D′) ili (iii) D′ ≡ D.

A B

C
D’

D

O

Slika 1.25.

(i) Neka je B(O,D′, D). Za truglove ∆OAB i ∆OCD′ (Slika 1.25)

je AO ∼= OC, OB ∼= OD′ i ]AOB ∼= ]COD′ pa su oni podudarni prema

prvom stavu o podudarnosti trouglova. Iz �ihove podudarnosti sledi

AB ∼= CD′. Tako�e su i trouglovi ∆AOD′ i ∆COB podudarni prema

prvom stavu o podudarnosti jer je AO ∼= CO, OD′ ∼= OB i ]AOD′ ∼=
]COB. Odavde je DA′ ∼= CB. Za trouglove ∆ABC i ∆CD′A je AC ≡
CA, AB ∼= CD′ i BC ∼= D′A, tj. i oni su podudarni, odakle je ]ABC ∼=
]AD′C. Kako je jox ]ABC ∼= ]ADC sledi ]ADC ∼= ]AD′C, xto je u
suprotnosti sa ]ADC < ]AD′C. Prema tome nije B(O,D′, D).

(ii) Analogno, i pretpostavka B(O,D,D′) dovodi do kontradikcije.

(iii) Prema tome mora biti D ≡ D′, tj. AB ∼= CD′ ≡ CD i BC ∼=
DA′ ≡ DA. �

Zadatak 1.37. Ako je kod prostog qetvorougla ABCD,

AB +BC ∼= CD +DA
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i ako je sredixte O dijagonale AC na dijagonali BD, tada su nas-

pramne stranice tog qetvorougla podudarne. Dokazati.

A B

C
D’

D E

O

Slika 1.26.

Rexe�e: Neka je D′ taqka prave BD takva da je OD′ ∼= OB i

D,D′ � �
− O. Tada mogu nastupiti slede�i sluqajevi:

(i) B(O,D′, D), (ii) B(O,D,D′) ili (iii) D′ ≡ D.

(i) Neka je B(O,D′, D). Trouglovi ∆AOB i ∆COD′ (Slika 1.26)

su podudarni, odakle je AB ∼= CD′. Tako�e iz podudarnosti trouglova

∆BOC i ∆D′OA sledi BC ∼= D′A. Iz posled�e dve jednakosti je

AB+BC ∼= CD′+D′A. Po pretpostavci je AB+BC ∼= CD+DA, pa je

CD +DA ∼= CD′ +D′A.

Oznaqimo sa E preseqnu taqku pravih AD′ i CD. Tada je B(C,E,D) i
CD′+D′A < D′A+D′E+EC = AE+EC < DA+DE+EC = CD+DA,
tj. CD′ + AD′ < CD +DA odakle sledi CD +DA > AB + BC, xto je
u suprotnosti sa pretpostavkom zadatka.

(ii) Analogno i pretpostavka B(O,D,D′) dovodi do kontradikcije.

(iii) Prema tome mora biti D ≡ D′. Iz podudarnosti trouglova

∆AOB i∆COD slediAB ∼= CD, dok iz podudarnosti trouglova∆BOC
i ∆AOD sledi BC ∼= AD. �

Zadatak 1.38. Prava odre�ena sredixtima Q i R stranica AC i AB
trougla ∆ABC upravna je na medijatrisu s tre�e stranice tog tro-
ugla. Dokazati.

Rexe�e: Oznaqimo sa A′, B′ i C ′ (Slika 1.27) redom podno�ja nor-

mala iz taqaka A, B i C na pravu QR. Tada je ∆AA′R ∼= ∆BB′R
i ∆AA′Q ∼= ∆CC ′Q, odakle je AA′ ∼= BB′ i AA′ ∼= CC ′. Prema tome,

qetvorougao B′C ′CB je Sakerijev sa osnovicom B′C ′ i protivosnovicom
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A

B C

R Q C’B’

A’

s

A1

Slika 1.27.

BC. Na osnovu Zadatka 1.30. sred�a linija Sakerijevog qetvorougla

je zajedniqka normala osnovice i protivosnovice, tj. medijatrisa s
stranice BC upravna je na pravu QR ≡ B′C ′. �

Zadatak 1.39. Ako su A, B, C tri razne taqke neke prave p i A1,

B1, C1 istim redom taqke neke prave q, takve da je AB = A1B1,

BC = B1C1 i va�i raspored taqaka B(A,B,C), B(A1, B1, C1). Do-

kazati da sredixta A0, B0 ,C0 redom du�i AA1, BB1, CC1 pripadaju

istoj pravoj ili se poklapaju.

B

B

C

A

C

C

B

CBA

q
1

2

2

11

A
0

0
0

p

s

Slika 1.28.

Rexe�e: Pretpostavimo da se taqke A0, B0, C0 ne poklapaju. Obele-

�imo sa B2 taqku simetriqnu taqki B u odnosu na A0 a sa C2 taqku

simetriqnu taqki C u odnosu na A0 (Slika 1.28). Kako su taqke A1,

B2 i C2 simetriqne u odnosu na A0 kolinearnim taqkama A,B,C, to
�e i one biti kolinearne. Posmatrajmo trouglove ∆ABA0 i trougao
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∆A1B2A0, za ova dva trougla imamo da je AA0 = A1A0, A0B = A0B2,

]AA0B = ]A1A0B2, pa na osnovu prvog stava o podudarnosti sledi da

su ova dva trougla podudarna. Iz �ihove podudarnosti je AB = A1B2.

Sada iz AB = A1B2 i A1B1 = AB sledi da je A1B1 = A1B2 tj. ∆A1B1B2

je jednakokrak. Analogno za trouglove ∆ACA0 i ∆A1C2A0, sledi da

su podudarni na osnovu prvog stava jer je CA0 = C2A0, AA0 = A1A0,

]AA0C = ]A1A0C2). Sledi da je AC = A1C2. Sada zbog AB = A1B1,

BC = B1C1 i rasporeda taqaka B(A,B,C), B(A1, B1, C1), imamo da je

AC = A1C1. Kako je jox AC = A1C2 sledi A1C1 = A1C2, tj. trougao

∆A1C1C2 jednakokraki.

Jednakokraki trouglolvi ∆A1B1B2 i ∆A1C1C2 imaju zajedniqko

teme i zajedniqku simetralu osnovica, obele�imo je sa s. Posmatrajmo
∆BB1B2. Va�i BA0 = A0B2, BB0 = B0B1 i s je simetrala osnovice

BB1 pa je prema Zadatka 1.38. s ⊥ A0B0. Analogno, za ∆CC1C2 va�i

CA0 = A0C2, CC0 = C0C1 i s je simetrala osnovice CC1, odakle na

osnovu Zadatka 1.38. sledi da je s ⊥ A0C0. Dakle, s ⊥ A0B0 i s ⊥ A0C0,

odakle sledi prema teoremi o jedinstvenosti normale da se prave A0B0

i A0C0 poklapaju tj. taqke A0, B0, C0 su kolinearne. �

Napomena: Prave p i q mogu biti i mimoilazne.

Zadatak 1.40. Ako za dva pravougla trougla ∆ABC i ∆A′B′C ′ sa pra-
vim uglovima kod temena ]C i ]C ′ va�i ]A = ]A′ i AB < A′B′,
tada je AC < A′C ′. Dokazati.

C A

B

C’ A’

B’

B’

C’

1

1

Slika 1.29.

Rexe�e: Iz AB < A′B′ sledi da postoji taqka B′
1 ∈ A′B′ takva da je

B(A′, B′
1, B

′) i A′B′
1 = AB. Oznaqimo sa C ′

1 podno�je normale iz taqke

B′
1 na pravu A′C ′ (Slika 1.29). Tada va�i taqno jedan od rasporeda

taqaka: (i) B(C ′
1, C

′, A′), (ii) B(C ′, A′, C ′
1) ili (iii) B(C ′, C ′

1, A
′).
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(i) Ako bi bilo B(C ′
1, C

′, A′), tada bi dobili trougao sa dva prava

ugla, xto je nemogu�e.

(ii) Ako bi va�io raspored taqaka B(C ′, A′, C ′
1), onda bi smo dobili

trougao kod koga je jedan ugao prav a drugi tup, xto je tako�e nemogu�e.

(iii) Dakle, mora da va�i raspored taqaka B(C ′, C ′
1, A

′), pa je

A′C ′
1 < A′C ′ (1.14)

Trouglovi ∆ABC i ∆A′B′
1C

′
1 su podudarni jer je ]A = ]A′, ]C =

]C ′ = R i AB = A′B′
1, pa je

AC = A′C ′
1. (1.15)

Iz (1.14) i (1.15) sledi AC < A′C ′. �

Zadatak 1.41. Ako su B′ i C ′ taqke u kojima neka prava s kroz sre-

dixte S osnovice BC jednakokrakog trougla ∆ABC seqe prave AB i

AC, pri qemu va�i raspored taqaka B(B′, S, C ′), dokazati da je du�

B′C ′ ve�a od du�i BC.

Rexe�e: Prema Paxovoj aksiomi prava s mora se�i bar jox jednu

od stanica AB i AC. Ne uma�uju�i opxtost dokaza pretpostavimo

da je B(A,B,B′) i B(A,C ′, C) (Slika 1.30). Trebamo pokazati da je

B′C ′ > BC.

A

B

C

C’

B’

D

E

S C’’

B’’

Slika 1.30.
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Ugao ]CBB′ je spo	ax�i nesusedni uglu ]ACB trougla ∆ABC,
pa je ]CBB′ > ]ACB. To znaqi da postoji poluprava BE u uglu

]CBB′ takva da je ]CBE = ]ACB. Oznaqimo sa D preseqnu taqku

poluprave BE sa pravom s. Tada va�i raspored taqaka B(S,D,B′).
Posmatrajmo trouglove ∆DBS i ∆C ′CS. Va�i BS = CS, ]DBS =
]C ′CS i ]BSD = ]C ′SC, pa su trouglovi ∆DBS i ∆C ′CS podudarni

prema drugom stavu o podudarnosti trouglova. Iz �ihove podudarnosti

sledi da je SD = SC ′. Iz B(S,D,B′) je SD < SB′, pa je SC ′ < SB′.
Oznaqimo sa B′′ i C ′′ podno�ja normala redom iz taqaka B′ i C ′ na
pravu BC. Za pravougle trouglove ∆SC ′C ′′ i ∆SB′B′′ va�i ]C ′SC ′′ =
]B′SB′′ i SC ′ < SB′. Tada na osnovu Zadatka 1.40. sledi C ′C ′′ < B′B′′.

Sada za pravougle trouglove ∆BB′B′′ i ∆CC ′C ′′ va�i

]B′BB′′ = ]C ′CC ′′ i B′B′′ > C ′C ′′. Prema Zadatku 1.40. sledi

BB′′ > CC ′′. (1.16)

Iz B(A,C ′, C) i B(A,B,B′) sledi B(B′′, B, C ′′, C). Odavde je

B′′C ′′ = B′′B +BC ′′ (1.16)> C ′′C +BC ′′ = BC,

tj.

BC < B′′C ′′ = B′′S + SC ′′, (1.17)

U pravouglom trouglu kateta je ma�a od hipotenuze, pa va�i

B′′S < B′S, C ′′S < C ′S (1.18)

Sada iz (1.17) i (1.18) sledi

BC < B′′S + SC ′ < B′S + C ′S = B′C ′,

tj. B′C ′ > BC a to je i trebalo pokazati. �

Zadatak 1.42. Ako je u ravni dat skup od n pravih pri qemu se svake

dve od tih pravih seku u taqki koja pripada bar jox jednoj pravoj istog

skupa, dokazati da se svih n pravih seku u jednoj taqki.

Rexe�e: Pretpostavimo da postoji prava iz datog skupa koja ne sadr�i

sve preseqne taqke ostalih pravih, tj. da se svih n pravih ne seku u

jednoj taqki. Neka je p prava koja ne sadr�i preseqne taqke ostalih
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pravih i neka je A preseqna taqka dveju pravih iz ovog skupa koja ne

pripada pravoja p, a ima osobinu da je �eno rastoja�e do prave p na-

jma�e (Slika 1.31). Po pretpostavci zadatka svake dve prave iz ovog

skupa se seku. Neka prave p1 i p2 pripadaju datom skupu. Tada �e prave

p1 i p2 se�i pravu p u taqkama C i D. Da	e, po pretpostavci zadatka

kroz preseqnu taqku pravih p1 i p2 prolazi bar jox jedna prava p3 datog
skupa. Ona seqe pravu p u nekoj tqki E. Taqke C, D i E su kolinearne

pa va�i jedan od rasporeda B(C,E,D), B(C,D,E), B(D,C,E). Pret-
postavimo da va�i raspored taqaka B(C,E,D). Tada po pretpostavci

zadatka kroz taqku E postoji bar jox jedna prava q datog skupa, ra-

zliqita od p i p3, pa prema tome prava q ima osobinu da ne sadr�i

ni jedno teme trougla ∆ACD i seqe stranicu CD u taqki E takvoj

da je B(C,E,D). Prema Paxovoj aksiomi prava q mora se�i jox jednu

stranicu posmatranog trougla ∆ACD. Ne uma�uju�i opxtost dokaza

pretpostavimo da prava q seqe stranicu AD u taqki Q takvoj da je

B(A,Q,D), pa je rastoja�e taqke Q do prave p ma�e od rastoja�a taqke
A do iste prave p, a kako je jox Q preseqna taqka pravih q i p2 iz

datog skupa, to smo dobili qi�enicu suprotnu pretpostavci da je A
preseqna taqka pravih iz datog skupa qije je rastoja�e do prave p na-

jkra�e. pretpostavka da postoji prava koja ne sadr�i sve preseqne taqke

p
3

A

C
D

p

Q

E

p
1

p
2

q

Slika 1.31.

pravih iz datog skupa dovodi do kontradikcije, pa se svih n pravih iz

datog skupa seku u jednoj taqki. �

Zadatak 1.43. Ako svaka prava odre�ena dvema taqkama nekog konaqnog

skupa od n taqaka sadr�i najma�e jox jednu taqku tog skupa, doka-

zati da svih n taqaka tog skupa pripadaju jednoj pravoj.
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Rexe�e: Pretpostavimo da taqke datog skupa nisu kolinearne. Neka

su A, B, C one tri nekolinearne taqke datog skupa za koje je rasto-

ja�e jedne od �ih do prave odre�ene drugim dvema najkra�e. Neka

je rastoja�e taqke A do prave BC najkra�e. Po pretpostavci svaka

prava odre�ena dvema taqkama tog skupa sadr�i bar jox jednu taqku tog

skupa. Znaqi, na pravoj BC postoji neka taqka D iz tog skupa. Taqke

B, C i D su kolinearne pa va�i jedan od rasporeda taqaka B(B,C,D),
B(D,B,C, ), B(C,D,B). Ne uma�u�i opxtost pretpostavimo da va�i

raspored taqaka B(B,C,D). Oznaqimo sa A′ podno�je normale iz taqke

A

B A’ C D

C

A

1

1

Slika 1.32.

A na pravu BC. Bar dve od taqaka B, C i D su sa iste strane taqke A′.
Neka su to taqke C i D, tj. neka va�i raspored taqaka B(A′, C,D). Oz-
naqimo sa A1 i C1 podno�ja normala redom iy taqaka A′ i C na pravu

AD, Tada je CC1 < A′A1. Da	e va�i A′A1 < AA′ kao odnos katete

i hipotenuze u pravouglom trouglu ∆AA′A1. Iz posled�e dve nejed-

nakosti dobijamo CC1 < AA′. Du� CC1 predstav	a rastoja�e taqke

C do prave AD odre�ene dvema taqkama datog skupa i ovo rastoja�e

je ma�e od rastoja�a taqke A do prave BC, xto je suprotno uvedenoj

pretpostavci. Dakle, svih n taqaka posmatranog skupa pripadaju jednoj
pravoj. �

Zadatak 1.44. Ako su stranice prostog qetvorougla ABCD na tan-

gentama kruga k koji se nalazi izvan tog qetvorougla, dokazati da je

razlika dveju naspramnih stranica jednaka razlici drugih dveju naspram-

nih stranica tog qetvorougla.

Rexe�e: Razlikujemo dva sluqaja: (i) qetvorougao ABCD nekonveksan

i (ii) qetvorougaoABCD konveksan. Razmotrimo ponaosob svaki od ovih

sluqajeva:

(i) Qetvorougao ABCD je nekonveksan. Obele�imo sa P,Q,R, S
taqke u kojima redom prave AB,BC,CD,DA dodiruju krug k i neka
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Slika 1.33.

pri tome va�i: B(A,B, P ), B(B,Q,C), B(C,R,D) i B(A,D, S) (Slika
1.33). Tangentne du�i iz iste taqke na dati krug su jednake, pa je

AB − CD = AP −BP − (CR+DR)

= AS −BQ− CQ−DS

= AS −DS − (BQ+ CQ) = AD −BC.

A
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D
Q

R

P

S k

Slika 1.34.

(ii) Qetvorougao ABCD je konveksan. Obele�imo sa P,Q,R, S taqke

u kojima redom prave AB,BC,CD,DA dodiruju krug k i neka pri

tome va�i: B(A,B, P ), B(B,C,Q), B(D,C,R), B(A,D, S) (Slika 1.34).

Korix�e�em jednakosi tangentnih du�i dobijamo

AB − CD = AP −BP −DR+ CR

= AS −BQ−DS + CQ

= AD − (BQ− CQ) = AD −BC,

xto je i tebalo dokazati. �

Zadatak 1.45. Ako su stranice slo�enog qetvorougla ABCD na tan-

gentama kruga k, dokazati da je razlika dveju naspramnih stranica

tog qetvorougla jednaka razlici drugih dveju naspramnih stranica.
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Slika 1.35.

Rexe�e: Obele�imo sa P,Q,R, S taqke u kojima redom prave AB, BC,
CD i DA dodiruju krug k i neka pri tome va�i: B(A,B, P ), B(B,Q,C),
B(D,C,R) i B(A,S,D) (Slika 1.35). Korix�e�em jednakosi tangentnih

du�i dobijamo

AB − CD = PB − PA−RD +RC

= QB − SA− SD +QC = QB +QC − (SA+ SD) = BC −AD,

xto je i trebalo dokazati �

Zadatak 1.46. Ako prave odre�ene stranicama prostog qetvorougla

ABCD dodiruju neki krug k koji se nalazi u tom qetvorouglu, doka-

zati da je kod tog qetvorougla zbir dveju naspramnih stanica jednak

zbiru drugih dveju naspramnih stranica.
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Slika 1.36.

Rexe�e: Neka su P,Q,R, S taqke u kojima redom prave AB, BC, CD
i DA dodiruju krug k. Razlikujemo dva sluqaja:
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(i) Va�e rasporedi taqaka B(A,P,B), B(B,C,Q), B(D,C,R) i

B(A,S,D) (Slika 1.36 (a)). Tada je

AB + CD = PA+ PB +RD −RC = SA+QB + SD −QC

= (SA+ SD) + (QB −QC) = AD +BC.

(ii) Va�e rasporedi taqaka B(A,P,B), B(B,Q,C), B(D,R,C) i

B(A,S,D) (Slika 1.36 (b)). Tada je

AB + CD = PA+ PB +RD +RC = SA+QB + SD +QC

= (SA+ SD) + (QB +QC) = AD +BC.

xto je i trebalo dokazati. �

Zadatak 1.47. Ako je zbir dveju naspramnih stranica prostog qetvo-

rougla jednak zbiru drugih dveju naspramnih stranica, onda se u taj

qetvorougao mo�e upisati krug. Dokazati.

Rexe�e: Neka za qetvorougao ABCD va�i AB + CD = BC + AD.

Konstriuximo krug k sa osobinom da dodiruje stranice AB,AD,CD
qetvorougla ABCD (Slika 1.37). Za stranicu BC i krug k mogu nas-

tupiti slede�i sluqajevi:

(i) da nemaju zajedniqkih taqaka tj. k ∩BC = Ø,

(ii) da imaju dve zajedniqke taqke tj. k ∩BC = {P, P1},
(iii) da imaju jednu zajedniqku taqku tj. k ∩BC = {T}.
Pokaza�emo da pod uslovima zadatka sluqajevi (i) i (ii) nisu mogu�i.

(i) Pretpostavimo da BC nema zajedniqkih taqaka sa krugom k, tj.
k ∩ BC = Ø. Neka je t tangenta iz taqke B na krug k. Ona postoji jer

A B

C
D C1

k

Slika 1.37.
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je k ∩ BC = Ø i B ne pripada krugu (Slika 1.37). Oznaqimo sa C1

preseqnu taqku pravih t i DC. Tada va�i raspored taqaka B(D,C1, C).
Qetvorougao ABC1D zadovo	ava sve uslove Zadatka 1.46. pa va�i

AB +DC1 = AD +BC1.

Iz pretpostavke zadatka imamo da je

AB + CD = AD +BC.

Oduzima�em prve od druge jednaqine dobijamo CD−DC1 = BC−BC1,
tj. CC1 = BC − BC1. Ovo je nemogu�e jer su CC1, BC i BC1 stranice

trougla ∆BCC1. Dakle, pretpostavka da prava BC ne dodiruje krug k
dovodi do kontradikcije.

(ii) Ako bi pretpostavili da prava BC seqe krug k, analognim raz-

matra�em bi doxli do kontradikcije.

(iii) Preostaje jox mogu�nost da BC dodirije krug k tj. da je krug

upisan u qetvorougao ABCD. �

Zadatak 1.48. Potreban i dovo	an uslov da se u prost qetvorougao

mo�e upisati krug jeste da su zbirovi naspramnih stranica tog qet-

vorougla jednaki. Dokazati.

Rexe�e: Sledi iz zadataka 1.46. i 1.47.

Zadatak 1.49. Dat je konveksan qetvorougao ABCD kod koga su kru-

govi upisani u trouglove ∆ABC i ∆ADC, sa osobinom da dodiruju

dijagonalu AC u istoj taqki, dokazati da se u taj qetvorougao mo�e

upisati krug.

Zadatak 1.50. Dat je konveksan qetvorougao ABCD takav da krugovi

upisani u trouglove ∆ABC i ∆CDA dodiruju dijagonalu AC u istoj

taqki, dokazati da i krugovi upisani u trouglove ∆ABD i ∆BCD
dodiruju stranicu BD u istoj taqki.

Zadatak 1.51. Ako je poligon A1A2...An prost sa parnim brojem te-

mena qije stranice dodiruju krug k sa centrom u taqki S tj. krug k
je upisan u poligon, dokazati da je:

(a) A1A2 +A3A4 + ...+An−1An = A2A3 +A4A5 + ...+AnA1,
(b) ]A1SA2 + ]A3SA4 + . . .+ ]An−1SAn

= ]A2SA3 + ]A4SA5 + . . .+ ]An−2SAn−1 + ]AnSA1.
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Slika 1.38.

Rexe�e: Neka su P1, P2, ..., Pn dodirne taqke kruga k redom sa strani-

cama AA1, A1A2, ..., AnA1, S centar kruga k i neka pri tome va�i ras-

pored taqaka B(A1, P1, A2), B(A2, P2, A3), . . . , B(An, Pn, A1) (Slika 1.38).

(a) Koriste�i jednakost tangentnih du�i dobijamo
A1A2 +A3A4 + . . .+An−1An

= A1P1 + P1A2 +A3P3 + P3A4 + . . .+An−1Pn−1 + Pn−1An

= A1Pn +A2P2 +A3P3 + . . .+AnPn

= A2A3 +A4A5 + . . .+AnA1.
(b) Prema tre�em stavu o podudarnosti trouglova, va�i:

∆SA1P1
∼= ∆SA1Pn, ∆SA2P1

∼= ∆SA2P2, ∆SA3P2
∼= ∆SA3P3, . . .,

∆SAnPn−1
∼= ∆SAnPn. Iz �ihove podudarnost sledi jednakost odgo-

varaju�ih uglova i to: ]A1SP1 = ]A1SPn, ]A2SP1 = ]A2SP2,

]A3SP2 = ]A3SP3, . . ., ]AnSPn−1 = ]AnSPn. S obzirom da P1 pri-

pada du�i A1A2 to poluprava SP1 pripada uglu ]A1SA2 i razla�e ga

na uglove ]A1SP1 i ]P1SA2, tj.

]A1SA2 = ]A1SP1 + ]P1SA2.

Na isti naqin, taqke P2, P3, ..., Pn su redom na stranicama A2A3, A3A4,

..., AnA1, pa su i u uglovima ]A2SA3,]A3SA4, . . . ,]AnSA1 i razla�u

pomenute uglove na odgovaraju�e delove. Sada imamo da je:

]A1SA2 + ]A3SA4 + . . .+ ]An−1SAn

= ]A1SP1 + ]P1SA2 + ]A3SP3 + . . .+ ]An−1SPn−1 + ]Pn−1SAn

= ]A1SPn + ]A2SP2 + ]A3SP2 + . . .+ ]An−1SPn−2 + ]AnSPn

= ]A2SA3 + ]A4SA5 + . . .+ ]AnSA1.

�


